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La Zêta de Riemann est irrationnelle aux impairs
positifs
mundankulu kabongo
Résumé. D’abord, nous avons trouvé une nouvelle équation fonction-
nelle de la fonction Zêta de Riemann. En considérant cette équation
pour s = 2 et s = 1, nous avons obtenu une relation matricielle qui
nous a permis d’obtenir l’irrationalité de ζ(j) avec j = 3, 4, 5, 6, 7, ...
Riemann Zeta Function is irrational on Positive odd
Abstract. We found a new fonctional equation for Riemann Zeta
Function. Considering this equation for s = 2 and s = 1, we determi-
nated that for j = 3, 4, 5, 6, 7, ... ; ζ(j) is irrational.
1. Introduction
Selon la littérature sur la fonction Zêta de Riemann, il existe très peu
de résultats sur la nature de cette fonction aux entiers impairs positifs.
Alors, nous avons mené des recherches pour tenter de découvrir quelque
chose sur ce sujet. Comme méthode, nous avons cherché à trouver des
équations fonctionnelles en partant d’une généralisation qu’est la fonction
Zêta d’Hurwitz. Les propriétés utiles de Zêta de Riemann s’y sont décou-
lées automatiquement.
Notation 1.1. Dans cet article, nous désignons par ζ(s) la fonction Zêta
de Riemann ; ζ(s, q), la fonction Zêta d’Hurwitz, Γ(s) la fonction Gamma
d’Euler et =⇒ implique.
En effet, de la représentation en série de la fonction Zêta d’Hurwitz, nous
avons trouvé une autre représentation, qui nous a permis de construire
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deux relations contenant les Zêta aux entiers positifs. Voici la nouvelle
représentation de la fonction Zêta d’Hurwitz.
ζ(s, q) =
1
qs
+
∞∑
n=0
(−1)n
qn
Γ(n+ 1)
Γ(s+ n)ζ(s+ n)
Γ(s)
, q 6= 0,−1,−2, ...;
(1.1)
s 6= 1
Dans la partie numéro 2 de ce travail nous trouvons la nouvelle équation
fonctionnelle. La partie numéro 3 nous écrivons deux nouvelles combi-
naisons linéaires indépendantes. Dans la quatrième partie, nous montrons
l’irrationalité de zêta aux entiers j = 3, 4, 5, 6, 7, ... Le point 5 est la conclu-
sion.
2. Nouvelle équation fonctionnelle de la fonction Zêta de
Riemann
La fonction Zêta d’Hurwitz est donnée par la série :
ζ(s, q) =
∞∑
n=0
1
(n+ q)s
, q 6= 0,−1,−2,−3, .., (2.1)
avec Re(s) > 1.
Trouvons son prolongement analytique.
Soit la fonction :
Γn(s, q) =
∫ ∞
0
xs−1e−(n+q)xdx (2.2)
Posons
x =
u
n+ q
, dx =
du
n+ q
Cela implique
Γn(s, q) =
1
(n+ q)s
∫ ∞
0
us−1e−udu
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En sommant à gauche et à droite on a :
∞∑
n=0
Γn(s, q) =
∞∑
n=0
1
(n+ q)s
∫ ∞
0
us−1e−udu
∞∑
n=0
Γn(s, q) = Γ(s)ζ(s, q) (2.3)
Comme ci-dessus, la relation (2.2) est donnée par :
Γn(s, q) =
∫ ∞
0
xs−1e−(n+q)xdx.
Celle-ci dans (2.3) alors :
∞∑
n=0
∫ ∞
0
xs−1e−(n+q)xdx = Γ(s)ζ(s, q) (2.4)
∫ ∞
0
e−qxxs−1
∞∑
n=0
e−nxdx = Γ(s)ζ(s, q)
∫ ∞
0
e−qxxs−1[
1
(ex − 1)
+ 1]dx = Γ(s)ζ(s, q)
Cela implique :∫ ∞
0
e−qxxs−1
1
ex − 1
dx+
∫ ∞
0
e−qxxs−1dx = Γ(s)ζ(s, q). (2.5)
Considérons les q positifs et montrons que la fonction Zêta d’Hurwitz
converge dans le domaine de la fonction Zêta de Riemann.
En effet, comme :
∣∣∣∣∣ x
s−1
ex − 1
e−qx
∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣ x
s−1
ex − 1
∣∣∣∣∣ (2.6)
quelque soit x ∈ [0,∞]; on a alors Zêta d’Hurwitz qui converge dans le
domaine de Zêta de Riemann.
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Posons et écrivons
x =
u
q
, dx =
du
q
, e−qx =
∞∑
n=0
(−1)n
(q)n(x)n
Γ(n+ 1)
. (2.7)
(2.7) dans (2.5) alors :
∞∑
n=0
(−1)n
qn
Γ(n+ 1)
∫ ∞
0
xs−1+n
(ex − 1)
dx+
1
qs
∫ ∞
0
us−1e−udu = Γ(s)ζ(s, q).
L’équation ci-dessus est égale à l’équation (2.5), par le fait que l’intégrale
d’une somme est égale à la somme des integrales.
Après intégration on trouve :
ζ(s, q) =
1
qs
+
∞∑
n=0
(−1)n
qn
Γ(n+ 1)
Γ(s+ n)ζ(s+ n)
Γ(s)
, s 6= 1; (2.8)
Où Γ est la fonction Gamma d’Euler ; ζ(s+n), la fonction zêta de Rie-
mann et ζ(s, q) la fonction Zêta d’Hurwitz.
(2.8) est une autre représentation de la fonction Zêta d’Hurwitz sous forme
d’une série.
Selon la relation (2.1), si q = 1, la fonction Zêta d’Hurwitz ζ(s, q) de-
vient la fonction Zêta de Riemann ζ(s). La relation (2.8) devient donc :
ζ(s) = 1 +
∞∑
n=0
(−1)n
1
Γ(n+ 1)
Γ(s+ n)ζ(s+ n)
Γ(s)
, s 6= 1. (2.9)
Dans la relation ci-dessus, le premier terme dans la somme ; c’est-à-dire
le terme correspondant à n = 0, est égale à :
ζ(s) (2.10)
(2.10) dans (2.9), on a :
4
LA ZÊTA DE RIEMANN EST IRRATIONNELLE AUX IMPAIRS POSITIFS
ζ(s) = 1 + ζ(s) +
∞∑
n=1
(−1)n
Γ(n+ 1)
Γ(s+ n)ζ(s+ n)
Γ(s)
Pour s 6= 1, cette dernière équation peut être écrite comme suite :
1 =
∞∑
n=1
(−1)n+1
Γ(n+ 1)
Γ(s+ n)ζ(s+ n)
Γ(s)
, s 6= 1. (2.11)
La relation ci-dessus est la nouvelle équation fonctionnelle de la fonction
zêta de Riemann.
3. Les relations entre les valeurs de Zêta aux entiers positifs ;
convergence de la série K(s) pour s = 1
Soient les expressions suivantes :
∞∑
n=1
(−1)n+1
Γ(n+ 1)
Γ(s+ n)ζ(s+ n)
Γ(s)
= 1, s ∈ C, s 6= 1 (3.1)
Et
K(s) =
∞∑
n=1
(−1)n+1
Γ(n+ 1)
Γ(s+ n)ζ(s+ n)
Γ(s)
, s ∈ C (3.2)
Si on remplace dans la première, s = 2 ; et dans la deuxième, s = 1 ;
on trouve les expressions respectives
∞∑
m=3
(−1)m−1(m− 1)ζ(m) = 1 (3.3)
Et
K(1) =
∞∑
m=2
(−1)mζ(m) (3.4)
On peut montrer facilement que la quantité K(1) est égale à
∞∑
n=1
(
ζ(2n)− ζ(2n+ 1)
)
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Montrons maintenant qu’elle est finie.
Soit alors la fonction F (s) donnée par
F (s) =
∫ ∞
0
d
dx
( xs−1
ex − 1
)
dx (3.5)
On peut montrer que F (s) est nulle pour les s dont les réels sont su-
périeurs à deux ; cela en écrivant :
F (s) = lim
x→∞
xs−1
ex − 1
− lim
x→0
xs−1
ex − 1
(3.6)
Nous disons donc
0 =
∫ ∞
0
d
dx
( xs−1
ex − 1
)
dx (3.7)
Après dérivation on trouve :
0 = (s− 1)
∫ ∞
0
xs−2
ex − 1
dx−
∫ ∞
0
xs−1ex
(ex − 1)2
dx (3.8)
Cela implique que :
(s− 1)
∫ ∞
0
xs−2
ex − 1
dx =
∫ ∞
0
xs−1ex
(ex − 1)2
dx (3.9)
(s− 1)
∫ ∞
0
xs−2
ex − 1
dx =
∞∑
m=1
∫ ∞
0
xs−1ex
(ex − 1)
e−mxdx (3.10)
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(s− 1)
∫ ∞
0
xs−2
ex − 1
dx =
∞∑
m=0
∫ ∞
0
xs−1
(ex − 1)
e−mxdx (3.11)
(s−1)
∫ ∞
0
xs−2
ex − 1
dx =
∫ ∞
0
xs−1
(ex − 1)
dx+
∞∑
m=1
∫ ∞
0
xs−1
(ex − 1)
e−mxdx (3.12)
Γ(s)ζ(s− 1) = Γ(s)ζ(s) +
∞∑
m=1
∫ ∞
0
xs−1
(ex − 1)
e−mxdx (3.13)
ζ(s− 1) = ζ(s) +
∞∑
m=1
1
Γ(s)
∫ ∞
0
xs−1
(ex − 1)
e−mxdx (3.14)
ζ(s− 1) = ζ(s) +
∞∑
m=1
(
ζ(s,m)−
1
ms
)
(3.15)
ζ(s− 1) = ζ(s) +
∞∑
m=2
ζ(s,m) (3.16)
L’équation fonctionnelle ci-dessus peut se généraliser. On a donc :
ζ(s) = ζ(s+ 1) +
∞∑
m=2
ζ(s+ 1,m) (3.17)
ζ(s+ 1) = ζ(s+ 2) +
∞∑
m=2
ζ(s+ 2,m) (3.18)
................................................................ (3.19)
ζ(s− 1 + p) = ζ(s+ p) +
∞∑
m=2
ζ(s+ p,m) (3.20)
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L’addition membre à membre de (3.17), (3.18), (3.19) et (3.20) puis élimi-
nation, on trouve :
ζ(s) = ζ(s+ p) +
p∑
q=1
∞∑
m=2
ζ(s+ q,m) (3.21)
Si p =∞ alors
ζ(s) = 1 +
∞∑
q=1
∞∑
m=2
ζ(s+ q,m) (3.22)
Réecrivons (3.17) et (3.22) :
ζ(s) = ζ(s+ 1) +
∞∑
m=2
ζ(s+ 1,m) (3.23)
ζ(s) = 1 +
∞∑
q=1
∞∑
m=2
ζ(s+ q,m) (3.24)
Si s = 2n dans l’équation (3.23) et s = 2t dans (3.24), alors :
ζ(2n) = ζ(2n+ 1) +
∞∑
m=2
ζ(2n+ 1,m) (3.25)
ζ(2t) = 1 +
∞∑
q=1
∞∑
m=2
ζ(2t+ q,m) (3.26)
ζ(2n)− ζ(2n+ 1) =
∞∑
m=2
ζ(2n+ 1,m) (3.27)
ζ(2t) = 1 +
∞∑
q=1
∞∑
m=2
ζ(2t+ q,m) (3.28)
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En sommant sur (3.27), les équations deviennent :
K(1) =
∞∑
n=1
(
ζ(2n)− ζ(2n+ 1)
)
=
∞∑
n=1
(
∞∑
m=2
ζ(2n+ 1,m)
)
(3.29)
ζ(2t) = 1 +
∞∑
q=1
∞∑
m=2
ζ(2t+ q,m) (3.30)
On peut encore écrire :
K(1) =
∞∑
n=1
(
ζ(2n)−ζ(2n+1)
)
=
t−1∑
n=1
(
∞∑
m=2
ζ(2n+1,m)
)
+
∞∑
n=t
(
∞∑
m=2
ζ(2n+1,m)
)
(3.31)
ζ(2t) = 1 +
∞∑
n=t
∞∑
m=2
ζ(2n+ 1,m) +
∞∑
n=t
∞∑
m=2
ζ(2n+ 2,m) (3.32)
Cela implique que :
K(1) =
∞∑
n=1
(
ζ(2n)− ζ(2n+ 1)
)
=
t−1∑
n=1
(
∞∑
m=2
ζ(2n+ 1,m)
)
+A (3.33)
ζ(2t) = 1 +A+B (3.34)
Avec
A =
∞∑
n=t
∞∑
m=2
ζ(2n+ 1,m) (3.35)
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Et
B =
∞∑
n=t
∞∑
m=2
ζ(2n+ 2,m) (3.36)
(3.34) montre que la quantité A est finie.
Comme A, t − 1 et ζ(2n) − ζ(2n + 1) =
∑∞
m=2 ζ(2n + 1,m) sont finies,
alors (3.33) montre que K(1) est finie. Ceci complète la démonstration.
4. Étude d’irrationalité de Zêta aux entiers 3, 4, 5, 6, 7, ..
(3.3) et (3.4) peuvent aussi s’écrire par
ajζ(j) + Pj = 1 (4.1)
bjζ(j) +Qj = −ζ(2) (4.2)
Avec
aj = (−1)
j−1(j − 1) (4.3)
bj = (−1)
j (4.4)
Pj =
∞∑
m=3,m6=j
(−1)m−1(m− 1)ζ(m) (4.5)
Qj =
∞∑
m=3,m6=j
(−1)mζ(m)−K(1) (4.6)
Sous forme matricielle on aura :
( aj Pj
bj Qj
)( ζ(j)
1
)
=
(
1
−ζ(2)
)
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On sait que la famille
(
1,−ζ(2)
)
est linéairement indépendante sur les
rationnels.
Donc a− bζ(2) = 0 =⇒ a = b = 0
Donc a
(
ajζ(j) + Pj
)
+ b
(
bjζ(j) +Qj
)
= 0 =⇒ a = b = 0
Donc
(
a.aj + b.bj
)
ζ(j) + a.Pj + b.Qj = 0 =⇒ a = b = 0
Donc la famille ζ(j), Pj , Qj est linéairement indépendante sur les ration-
nels.
Donc Pj , Qj est linéairement indépendante sur les rationnels.
A partir de l’équation matricielle ci-dessus, on peut écrire Pj et Qj
( −aj 1
−bj −ζ(2)
)( ζ(j)
1
)
=
(
Pj
Qj
)
Comme Pj , Qj est linéairement indépendante, alors p.Pj + q.Qj = 0 =⇒
p = q = 0
Donc p
(
1− ajζ(j)
)
+ q
(
− ζ(2)− bjζ(j)
)
= 0 =⇒ p = q = 0
Donc −
(
p.aj + q.bj
)
ζ(j) + p− qζ(2) = 0 =⇒ p = q = 0
On conclut que ζ(j), 1,−ζ(2) est une famille linéairement indépendante
sur les rationnels.
Finalement pour j = 3, 4, 5, 6, 7, ..., les ζ(j) sont tous irrationnels. Par
conséquent la fonction Zêta de Riemann prend des valeurs irrationnelles
sur les entiers positifs impairs.
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5. Conclusion
La nature de la fonction Zêta de Riemann a été étudiée de façon sépa-
rée, pour les entiers pairs et impairs. En ce qui nous concerne, nous avons
condensé notre étude au moyen d’une seule sérieK(s), des fonctionsKn(s),
qui nous a permis de connaitre l’irrationalité, de toutes les valeurs de la
fonction Zêta aux entiers positifs j = 3, 4, 5, 6, 7, ....Ceci en supposant ζ(2)
irrationnel. Ces résultats confirment ceux qui ont été obtenus avant nous
pour les entiers positifs pairs et montrent l’Irrationalité de Zêta aux en-
tiers positifs Impairs.
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